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Beweis lilt · die lrreductihilität der Kreistheilungs-
Gieichungen. 
(Von Herrn Drdekind in Göllingen.) 
(Besonders abgedruckt aus <ltm "Journal ftir die reine u. angewandte Matl1ematik, Bd. 54.") 
N . xP-1 1 achdem Gallß· zuerst die Jrreduclibilität der Gleichung --1 = 0 x-
für den Fall bewiesen hatte,, dafs p eine Primzahl ist.; lag es nahe, einen ahn-
liehen Satz zu vermuthen~ welcher sich auf die Theilung des Kreisumfangs in 
eine beliebige Anzahf. m gleicher Theile bezieht. Dieser Satz· wird so lauten: 
~~D{e Gleichu11g vom Grade qy(rn), welche särnmtliche qy(m) primi-
tit'e Wurzeln der Gleichung xm = 1 zu Wurzeln lwt~ ist irredur:tibel." 
Dem Beweise von Gaufs folgte zunächst eine Reihe anderer von 
Kronecker, Scltönemann~ Eisenstein, die auf wesentlich verschiedenen Prin-
cipien beruhen, sich aber sämmtlich auf denselben ~infachsten Fall beziehen, 
in welchem m eine Primzahl ist. Doch sieht man leicht, dafs diese Principien 
auch noch auf den Fall anwendbar sind., in welchem m nur' durch eine einzige 
Primzahl theilhar, also eine Potenz dieser Primzahl ist, und namentlich wurden 
die Beweise von· Kronecker und -Eisenstein in diesem Sinne von Serret 
verallgemeinert. Allein diese Principien reichen nicht mehr aus, sobald die 
Zahl rn durch mehrere Primzahlen theilbar' ist, \'\'eil dann die in Rede stehende 
Gleichung in verschiedener Hinsicht einen wesentlich andern Charakter an-
nimmt. Auf diesen Punet hat zuerst Kronecker in einer Abhandlung auf-
merksam gemal:ht, welche· zugleich den ersten Beweis des obigen und zwar 
.noch verallgemeinerten Theorems enthält. Obgleich nun dieser Satz für die 
algebraische Auflösung der Gleichung xm = 1 . nicht gerade erforderlich ist, da 
.J diese bekanntlich immer auf den Fall zurückgeführt werden kann, in welchem 
rli'' die' Potenz eine1· einzigen Primzahl ist~· so verdient doch vielleicht ein neuer 
Beweis desselben, der sich durch seine Einfachheit auszeichnet, die Aufmerk--
samkeit; derjenigen Mathematiker; welche sich mit diesem Theile der Algebra 
beschäftigen. 
1. 
Der neae, Beweis stützt sich auf· elementare Satze über die Congruen-
ze. höherer Grade, und ich werde mieb in dieser Beziehung auf den vor-
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stehenden Aufsatz über die Theorie derselben berufen; aufserdem benutze ich 
noch den folgenden zuerst von Schönematm b~wiesenen Satz : Ist 
f(x) = (x-a)(x- ß) ... (x-l) 
eine ganze rationale Function mit reellen ganzzahligen Coefficienten, p eine 
absolute Primzahl,· und 
ft(:c) = (:c-aP)(:c-ßP) ..• (x-I.P); 
so sind die Coefficienten dieser Ietztern Function ebenfalls ganze reelle Zahlen 
und zwar den entsprechenden Coefficienten von f(:c) congruent nach dem 
Modulus p, in Zeichen 
{I(x) == f(x) (mod.p). 
Für den directen Beweis dieses Satzes, welcher eigentlich nur eine sehr 
specielle algebraische Anwendung der genannten Theorie der höhern Con...:: 
gruenzen ist, mag hier folgende Bemerlmng genügen. Sieht man a, ß, .•. l 
als ganz unbestimmte Gröfsen an, und bezeichnet mit A und A 1 irgend zwei 
einander entsprechende Coefficienten der beiden Functionen f(x) und {1 (x), 
so leuchtet ein, dafs man Ar = A 1 + pA2 setzen kann, worin A1 und ~ 
ganze,· ganzzahlige und zugleich symmetrische Functionen von a, ß, ... ). und · 
folglich auch (nach dem Fundamentalsatze über die Transformation symmetri-
scher Functionen) ganze und ganzzahlige Functionen der Coefficienten A von 
f(a:) sind. Sind daher diese Coefficienten ganze reelle Zahle11, .so erhält man 
_Ar= A.1 ( mod. p), und nach dem Fermat'scben Satze also auch A == A 1 
(mod. p), was zu beweisen war. · 
2. 
Es sei nhn a irgend eine primitive Wurzel der Gleichung xm == 1 
und f(a:) der durch x- a theilbare irreductibele Factor xm-1, dessen ratio-
nale Coefficienten sämmtlich ganze Zahlen sein müssen, wenn der der höchsten 
Potenz von :c gleich Eins angenommen wird (Disqu. Arithm. Art. 42). Der 
zu beweisende Satz ist dann identisch mit dem folgenden: "Die Gleichung 
f(xr . 0 hat zu Wurzeln sämmtliche p(m) primitive · mte Wurzeln der 
·Einheit, und keine lindern." Der Beweis des Ietztern Theils dieses Satzes 
:hat keine ·Schwierigkeit, soH aber doch der Vollständigkeit halber hier nicht 
übergangen werden. Ist a'" irgend eine Wurzel der Gleichung f(:c) = 0 -
und in dieser Form sind ja alle ihre Wurzeln enthalten - so folgt in be-
kannter Weise aus der Irreduetibilität von f(:c), dafs jedes Glied der Reihe 
a .. , a .. ~~·a'"3 ... eine Wurzel der· Gleichung _ist, und dafs in dieser Reihe früher 
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oder später einmal ein Glied ar kommen mufs, welches = a ist; daraus folgt 
aber r" == 1 (mod. m), und es ist daher r relative Primzahl gegen m, und 
'folglich ar ebenfalls eine primitive mte Wurzel der Einheit. 
Ungleich schwieriger ist der Nachweis des ersten Theils, dafs nämlich 
umgekehrt jede primitive mt• Wurzel der Einheit (d. h. jedes ar~ wenn r re-
lative Primzahl gegen m ist) der Gleichung f(:r:) = 0 genügt; doch kann man 
das Problem sogleich auf den einfachsten Fall reduciren, in welchem r eine 
absolute Primzahl ist, die natürlich nicht in m aufgehen darf. Ist nämlich be-
wiesen, dafs ar~ a" der Gleichung f(:c) = 0 genügen, so mufs auch ar.s ihr 
genügen; denn da der Annahme nach a der rationalen Gleichung f(:r:r) = 0 
genügt, so mufs ihr auch jede an~ere Wurzel as der irreductiheln Gleichung 
f(:r:) = 0 genügen. Offenbar braucht also nur noch gezeigt zu werden, dafs 
jedes aP der Gleichung f(:r:) = 0 genügt, wenn p eine absolute Primzahl ist, 
welche nicht in m aufgeht. 
3. 
Um dies zu beweisen, bemerken wir, dafs die Wurzeln der irreductibeln 
Gleichung {I(:r:) = 0, welcher aP genügt, mit den pt•n Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung f( ~) = 0 übereinstimmen müssen; denn da aP ebensowohl eine 
rationale Function von a~ wie umgekehrt a von ar ist (nämlich= (ar{, wenn 
pp' == 1 (mod. m)), so müssen die Grade der beiden Functionen f(x) und 
( 1 ( :r:) einander gleich sein. Setzt man daher 
f(x) = (x-a)(x-ß) ... (x-l), 
so ist 
f 1(x) = (x-aP)(x-ßP) ..• (x-lP) 
und folglich nach dein oben bewiesenen Satze von Schönemann 
{I(x) == f(x) (mod.p). 
Und aus dieser Congruenz zwischen den beiden Functionen f(:r:) und f1(:r:) 
folgt auch ihre Identität. Denn nehmen wir an, die beiden irreductibeln 
Functionen f(:r:) und (I(x) sind nicht identisch, so können sie auch keinen ge-
meinschaftlichen Factor haben, und folglich ist :cm- 1 durch ihr Prod_nct 
theilbar, da xm-1 sowohl durch f(:r:) als auch durch f 1(x) theilbar ist. Es 
wäre daher :cm-1 einem Producte von Factoren gleich, unter denen minde-
stens zwei einander nach dem Modulus p congruent wären. Dann müfste 
( zufolge Art. 6 des vorstehenden Aufsatzes über die höhern Congruenzen) die 
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Function xm--t mit ihrer ersten Derivirlen mxm-l nach dem Modulus p ge-
meinschaftliche Divisoren haben; da aber 111 nicht durch p theilbar, und folglich 
rnxm-l auch nicht == 0 (mod. p) ist, so hat rnxm-I nach dem .1\'Iodulus p nur 
solche primäre Primfactoren, welche == x sind; und otfenbar bat xm-1 keinen 
solchen Primfactor nach .dem .1\'Iqdulus p, da sonst für x == ~ auch x"'-1 = 0 
werden müfste, was ja nicht der Fall ist. 
Mithin sind die beiden Functionen f'(x) und {1 (x) identisch; jedes aP 
und folglich auch jedes ar genügt also einer und ders~lben irrednctibeln Glei-
chung f'(x) = 0, wenn r relative Primzahl gegen m ist. W ~ Z. B. W. 
Göttingen, im .October 1856. 
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